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Series Preface 

The long te rm aim of the Commission on Crystallographic Teaching in 
establishing this pamphle t  p rog ramme  is to produce a large collection of 
short s ta tements  each dealing with a specific topic at a specific level. The  
emphasis  is on a particular teaching approach and there may well, in time, 
be  pamphlets  giving alternative teaching approaches to the same topic. I t  
is not the function of the Commission to decide on the 'best '  approach 
but to make  all available so that teachers "can make  their own selection. 
Similarly, in due course, we hope that the same topics will be covered at 
more  than one level. 

The  initial selection of ten pamphlets  published together  represents  a 
sample of the various levels and approaches and it is hoped that it will 
st imulate many more  people  to contribute to this scheme. It  does not take 
very long to write a short pamphlet ,  but its value to someone  teaching a 
topic for the first t ime can be very great. 

Each pamphle t  is prefaced by a s ta tement  of aims, level, necessary 
background, etc. 

C. A. Taylor  
Edi tor  for the Commission 

The financial assistance of UNESCO, ICSU and of the International Union of Crystallog- 
raphy in publishing the pamphlets is gratefully acknowledged. 



Teaching Aims 

To demonstrate the importance and practical utility of point and space 
groups in crystallography. 

Level 

This is suitable for the later years of undergraduate courses and for 
introductory courses at post-graduate level. 

Background Required 

Some acquaintance with the basic principles of symmetry and with the 
manipulation of vectors is necessary. 

Practical Resources 

No specific practical resources are required; the booklet  contains 
exercises and gives references to other texts. 

Time Required for Teaching 

A really satisfactory assimilation of this material would involve be- 
tween 4 and 8 hours of teaching and discussion depending on the 
previous knowledge and experience of the students. 



P.ourquoi les Groupes de Symetrie 
en Cristallographie 

D .  W e i g e l  

Univers i t6  de  Paris ,  F r a n c e  

( A )  Cristal P a r f a i t - - D e f i n i t i o n  du R e s e a u - - E x e m p l e s  

O n  d~finit  h a b i t u e l l e m e n t  le cristal  pa r fa i t  c o m m e  un o b j e t  infini 
engendr6  p a r  la r6p6t i t ion  t r i p l emen t  p6 r iod ique  d ' u n  mot i f  cent ra l  
r empl i s san t  tou t  le v o l u m e  convexe  (0, a, b,  e) appel~  a lors  mai l le  cen-  
t ra le .  

On  a d~fini ici un cristal  pa r fa i t  ~ t rois  d imens ions  si a, b, e sont  t rois  
vec teurs  l in~a i remen t  indf ipendants  ( c ' e s t - a -d i r e  non con tenus  dans  un 
m~me  plan)  de  l ' e space  ~ 3 d imens ions .  Les  vec teurs  qui  r 6 p & e n t  infini- 
m e n t  ce mot i f  sont  les vec teur s  

t= u a + v b + w c  

of 1 u, v et  w sont  des  ent ie rs  relat i fs  (n6gatifs,  posi t i fs  ou nuls) que lcon-  
ques,  chacun d ' e n t r e  eux p o u v a n t  pa r cou r i r  le g r o u p e ' Z  des  en t ie rs  
relat i fs  (u, v, w). 

Exemples: P o u r  s implif ier ,  tous  nos  exemples  sont  donn6s  dans  l ' e space  
2 d imens ions ,  a l ' a ide  de  dessins de  tap isser ies  r e c ouv ra n t  l e m u r  d ' u n e  
c h a m b r e  (de d imens ions  infinies pu i squ ' i l  s ' ag i t  d ' un  cristal  parfa i t*) .  

- l e t  e x e m p l e  Fig.  1: la ma i l l e  est  un p a r a l l ~ l o g r a m m e ,  le r6seau sera  
appe l6  r6seau  ob l ique .  Ce p a r a l l ~ l o g r a m m e  ne con t i en t  q u ' u n e  fleur p a r  
m a i l l e t  e t  p o u r  cet te  ra i son  le r~seau est  di t  pr imit i f .  

- 2 ~ m e  e x e m p l e  Fig.  2: la mai l le  est  un r ec t ang le  cen t enan t  une seule  
fteur, le r~seau est  appe l6  r ec t ang le  pr imit i f .  

- 3gme  e x e m p l e  Fig.  3: ce t te  fois nous  avons  le choix en t r e  deux r6seaux:  
le r~seau  a, b ob l i que  pr imi t i f .  L e  r6seau  a, b '  r ec t ang le  centr~,$ appel~  
ainsi  p a r c e  qu ' i l  con t i en t  deux  fleurs p a r  ma i l l e  e t  que  si l ' on  chois i t  
l ' o r ig ine  de  la mai l le  au cen t re  d ' u n e  f leur le cen t re  de  la s e c onde  fleur 
est  au cen t re  du rec tangle .  

* En chimie physique lorsqu'un cristal suppos6 sans d6fauts atteint une dimension de I ix 3 
(avee une forme approximativement cubique, ou sph~rique) on peut le consid6rer comme 
parfait; 1 ~ ~tant une grande longueur devant la longueur a, b, ou cen g6n~ral 5 h 10 ~.  

~" Chacune des 4 fleurs situ~es aux 4 coins de la maille appartient h 4 mailles et ne doit 
etre compl6t~e que pour ¼dans la maille centrale. 

$ ab' est un r6seau de Bravais parce qu'il ale maximum d'angles droits, ab n'en est pas un. 
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Remarque: l 'or igine 0 de la maille est arbitraire et  on  peut  la choisir 
n ' impor t e  off, cf. Fig. 1 ofa la m e m e  maille dfcal6e est dessin6e en 
pointill6. 

ThEor~me: pour  un cristal parfait,  les vecteurs  t fo rmen t  un g roupe  de 
translation* qui d6finit le r6seau. 

DEmonstration: La loi de composi t ion  est l 'addi t ion et c 'est  une  loi de 
composi t ion  interne dans l ' ensemble  des vecteurs  t. L ' ensemble  des 
vecteurs  t cont ient  l 'e l6m6nt  neutre  u = v = w = 0. Chaque  vecteur  t a un 
inverse con tenu  darts 1 'ensemble t: u --~ - u ,  v --~ - v ,  w ~ - w .  Cet  ensem-  
ble const i tue donc  u n  groupe.  

Exemples 
- p o u r  les trois exemples  pr6c6dents,  si on choisit  la maille a, b on a: 

t = u a + v b  u E Z  e t  v ~ Z  c 'est-~-dire ( u , v ) ~ Z  2 
- p o u r  le troisi~me exemple,  si on choisit la maille a, b '  on a: 

a b' 
t = u ~ + v ~ -  avec ( u , v ) e Z  2 

et la restriction u + v = 2p (pair) 

Dans tousles  cas le groupe des vecteurs t d@nit le rEseau et precise si 
celui-ci est primitif (pas de restriction), centre • • • 

Remarque: ces dessins qui nous ont  servi de modules  ne sont  pas telle- 
men t  61oign6s de la r6alit6: si on consid~re la section de la s t ructure de 
NaCI par  le plan de la face de sa maille cubique on obt ient  

- s o i t  la Fig. 4 si on ponctual ise  les ions en ne repr6sentant  que leurs 
noyaux 

- s o i t  la Fig. 5 si on repr6sente  plus cor rec tement  les courbes  d 'egale  
densit6 e lec t ron ique t  qui ressemblent  quelque peu aux lignes des con-  
tours des fleurs dessin6es sur les Figs 1, 2, 3 

DEfinitions mathEmatiques du rEseau et de la maille dans le cas d 'un  cristal 
parfait (facultatif) 

Soit l ' espace point6 (E, 0) of~ E est l 'espace affine ~ trois dimensions 
associ6 ~ l 'espace vectoriel  E ~ trois dimensions et O est un point  de E 
appel6 origine de l 'espace point6 (0 est un point  arbitraire du cristal). 

Les points du cristal sont  les 616ments de E. L e s  vecteurs t sont  des 
616ments particuliers de E qui const i tuent  un sous ensemble  de E. 
Thdor~me: les vecteurs  t fo rmen t  un groupe  infini, dit g roupe  de transla- 
tions (d6monstra t ion immfdia te ) .  
Defini t ion:  relat ion d '6quivalence  T entre  les points  A et A '  de E. On 

• C'est  un groupe infini. 
t Les contours 6quiprobables pour  respecter  le langage de la m6canique quantique.  



dfifinit la relation d'6quivalence suivante: A et A ' ~ / ~  sont ~quivalents 
par la relation T si 

A A ' = t =  u a + v b + w e  (u, v, w ) ~ Z  3 

Cette relation est r~flexive, sym~trique et transitive. Cette definition nous 
conduit au r~sultat suivant. 

L'ensemble quotient NIT est constitu~ de tousles points situ~s dans le 
volume convexe (0, a, b, c) appel~ maille centrale. 

Pour le cristallographe les points A A '  A", appar tenant  ~ la m~me classe 
d'~quivalence, s'identifient g un seul et m~me point; celui de la maille 
centrale, p. e. 

(B) Cristal Padait: La MaiHe--Les Groupes Ponctuels de 
Symetrie G.P.S.-Les Positions de Wyckoff- -Necess i te  d'in- 
troduire les G.P.S.  en Cristallographie 

D~finition: la maille est l 'ensemble des points (~16ments de E)  contenu 
dans le volume convexe (0, a, b, ¢), c 'est-~-dire l 'ensemble quotient E/T. 

(1) Cas du r~seau primitif: Pour simplifier on consid~re d 'abord  unique- 
ment  le cas du r6seau primitif qui est celui en Fig. 1 et 2, ol5 on trouve 
une seule fleur par maille (4 situ6es aux 4 coins qui comptent  pour  ¼. Mais 
on distingue 2 cas: 

Cas de la Fig. 1: On a une fleur par  maille et on doit la dessiner 
enti~rement pour d6finir une maille, donc tout le cristal. 

Casde la Fig. 2: On a une fleur par  maille mais il suffit de n 'en dessiner 
qu 'un quart, par exemple ~,  si on pr6cise que darts le rectangle maille de 
la Fig. 2 (i) on a des axes de rotation d 'ordre  2 (rotations 0, II) aux coins 
de la maille, aux milieux des c6t6s et des centres de celle-ci; (ii) on a des 
plans de sym6trie, ou miroirs, qui se projet tent  or thogonalement  sur le 
c6t6 de la maiUe et sur les droites parall~les aux c6t6s passant  par  le 
centre. Cf. Fig. 2 

axe 2 ( ± au dessin) ; -  miroir (3_ au dessin) 
on note bien que pour  le cristaUographe les quatre quarts de fleur hachur6s 
sont str ictement 6quivalents et ne constituent qu 'un seul et m~me objet  de 
l 'ensemble quotient E/T qu 'on appelle la maille. 

On est donc conduit i~ rechercher les operations ponctuelles de sym~tries 
(O.P.S.) qui laissent une fleur inchang~e. II s'agit d'isom~tries ponctuelles, 
operations qui conservent  les longeurs, ainsi que le centre de la fleur. 

On raisonne par exemple,  sur la fleur situ6e en 0 et on trouve quatre 



O.P.S.:* 

[1 ~ ~ d e t e r m i n a n t + l  e, 1' identit6 repr6sent4e par  la matr ice 0 

2, la ro ta t ion  gl repr6sentfie par  la matr ice _ ~t d6 terminant  

+1 

m~' la symetrie par rapp°rt ~ Ox represent6e par la matrice ] lo ? 1 [  

d6 te rminant  - 1  

m2, la sym4trie par  r appor t  h Oy  repr6sent~e par  la matr ice 1 

d6 te rminant  - 1 

Th~or~me: ces quat re  O.P.S. (ou les matr ices  o r thogona les  2 x 2 qui leur  
cor respondent )  const i tuent  un g roupe  
d ' o rd re  4 et not6 2ram. 

DEmonstration: 4tablissons la table de 
multiplication 

- la multiplication est une  loi de compos-  
ition interne dans l ' ensemble  e, 2, ml,  

m 2  

- c h a q u e  616ment est lui m 6 m e  son 
propre  inverse 

ponctue l  de sym6trie  (G.P.S.), 

e 2 ml m2 
e e 2 m I m 2 

2 2 e m 2 " m 1 
m I m 1 m 2 e 2 
~ 2  m 2  m l  2 e 

- l e  produi t  de deux 616ments difffrents  de e donne  le troisi6me 616ment 
diff6rent de e 

=i l  s 'agit  donc  d ' un  g o u p e  i somorphe  au groupe  de Klein 

ceci signifie que dans un cristaI & deux dimensions dont le G.P.S. est 2ram, 
chaque lois qu' on precise un point du contour de la fleur par ses cordonn&s 
xy on sait qu'il y a forc~ment trois autres points dont les cordonn~es sontt  
y~, xy, ~y. 

Definition: l ' ensemble  de ces quatre  points  s 'appel le  les 4 posit ions 
g6n6rales de Wyckof f  du cristal et il y a 6v idemment  i somorphisme entre 
les quat re  t ransformat ions  

xy ~ xy;  xy ~ ~y; xy ~ xy;  xy --> ~y 

et les quat re  O.P.S. du G.P.S. 2ram: e, 2, ml, m2. 

* Sur les Figs 2, 2' on raisonne dans l'espace fi deux dimensions. 
i"2 signifie -x ;  xyz sont les cordonn6es relatives du point M: OM= xa+yb+ze.  



Conclusion: sauf dans un cas particulier comme celui de la Fig. 1 off le 
G.P.S. du cristal se r6duit ~ I 'O.P.S. identit6, il est donc indispensable de 
connaitre Ie G.P.S. d 'un  cristal, c'est-~-dire les O.P.S. qui conservent 
globalement  le motif  constituant la maille (ensemble quotient E/T)  d'un 
r6seau primitif. Les O.P.S. sont donc obligatoirement des isom&ries 
ponctuelles*. 

17 suffit alors de d~crire un quart de la maille (clans le cas de 2ram) pour 
la connaitre tout& 

Dans les cristaux r~els on a des a tomes ou des ions. On peut  d 'abord  
simplifier le probl6me en le ponctualisant~ sur leur noyau qu 'on  assimile 
un point. Si le G.P.S. du cristal est 2ram (supposons qu'il s'agisse d 'une 
monocouche chimisorb~e, v6ritable cristal ~ deux dimensions) cela signifie 
que si un a tome d 'oxyg~ne est en position g6n6rale de Wyckoff (x et 
y:p 0) on a forc6ment  4 atomes d 'oxyg~ne dans la maille et les positions 
des trois autres sont imp6rat ivement  fix~es par  la position du premier.  
Dans le quart  de maille il suffira donc de pr&iser  la position d 'un nombre  
fini de noyaux d 'a tomes  ou d'ions. 

Si on veut &re plus pr6cis il faudra 6tablir dans le quart  de la maille 
une carte de densit~ ~lectronique ~ partir  de laquelle on d6duit 
imm6dia tement  la densit~ ~lectronique dans les trois autres quarts de la 
.maille. 

(2) Gas du r~seau non primitif 
C'est  celui de la Fig. 3: il s 'agit d 'un r~seau rectangle centr& Le G.P.S. 

du cristal est ~videmment  le m~me que pour  la Fig. 2, soit 2ram. Mais il 
suffit maintenant  de dessiner le huiti6me de la maille pour  obtenir  tout le 
cristal. En effet on a deux fleurs pour  une maille rectang~laire (0, a, b'). 

I1 y a toujours 4 positions g6n6rales de Wyckoff, les m~mes; seul le 
groupe de translation constitu6 par  l 'ensemble des vecteurs E diff~re. On 
prend le groupe 

t = ua/2 + vb'/2 (u, v) ~ Z 2 avec restriction u + v = 2/3 (pair) 

I1 ya donc dans ce cas deux vecteurs t par  maille alors qu'il n 'y en avait 
qu 'un pour  la Fig. 2. 

Remarque: la maille (ab) avec b = a + b ' / 2 ,  cf. Fig. 3, a l 'avantage d'Stre 
primitive, mais le grave inconv6nient d '&re  incompatible avec la pr6sence 
de deux miroirs orthogonaux.  Le r6seau.:-- c (a ,b ' )  est un r6seau de 
Bravais. Le r&eau  p(ab) n 'en est pas un. 

* Op6rations qui conservent les longeurs ainsi qu'un point du sous espace affine constitu6 
par le motif maille. 

t En utilisant le facteur de diffusion atomique. 
.-+ c signifie "centr6"; p signifie primitif. 
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Exercice: Dessiner sur une Fig. 3' tous les axes d 'ordre  2 et les miroirs (y 
compris les miroirs avec glissement: sym6trie par  rappor t  & un plan suivie 
d 'une translation diviseur d 'un vecteur t) pr6sents dans la maille rectangle 
centr&. 

(C) Application des Groupes Ponctuels de 
Symetrie--Proprietes des Cristaux--un Exemple: Ferro 
Electricite-Transition: Ferro 
Electrique <=~ Para Electrique 

Consid6rons maintenant  le r6seau de la Fig. 6: 

I1 contient des fleurs noires charg6es n6gativement et situ6es au coin 
des mailles rectangles; et des fleurs blanches charg6es posi t ivement et 
situ6es au centre des mailles. On v6rifie imm6dia tement  que les G.P.S. de 
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Fig. 6. Para EIEctrique. Fig. 6'-6". Ferro ~ldctrique. 

Fig. 6. Ily a aussi, des axes 2 ft 1' intersection des miroirs. 



ce cristal est toujours 2ram. Dans  ce cas, contrairement  h la Fig. 3, les 
deux fleurs de la maille (la noire et la blanche) ne sont plus 6quivalentes 
et le motif dont  la r6p6tition p6riodique engendre le cristal n 'est  plus une 
fleur, mais l 'ensemble des deux fleurs: une noire et une blanche situ6e 
a + b ' / 2  de la noire. Le r6seau n 'est  donc plus centr~ comme sur la figure 3 
mais primitif. Dans chaque maille le centre de gravit6 des charges 
positives coincide avec le centre de gravit6 des charges n6gatives et le 
cristal ne pr6sent doric pas de momen t  dipolaire 61ectrique permanent :*  il 
s 'agit d 'un compos6 para61ectrique. 

Maintenant  si nous acceptons de perdre deux des quatres op6rations 
ponctuelles de sym6trie (O.P.S.) du G.P.S. 2ram, en ne conservant que e 
et m2, on peut  alors d6placer la fleur blanche en la faisant glisser un peu 
paraUelement ~ m2t. On obtient  alors le cristal de la Fig. 6' dont le G.P.S. 
est m, groupe d 'ordre  2 (e, m2). 

D a n s  chaque maille, si le centre de ~av i t6  des charges n6gatives est 
toujours au centre du rectangle, le centre de gravit6 des charges positives 
en est 16g~rement d6cal6 vers le haut sur le ~ a n d  axe du rectangle. Le 
cristal p r f sen te  alors un momen t  dipolaire 61ectrique Ix que nous avons 
repr6sent6 sur une maille sur les Figs 6' et 6": il s 'agit alors d 'un compos6 
ferro-61ectrique. 

On v6rifie imm6diatement  que si la structure d 'un cristal h deux 
dimensions contient des axes binaires (ou axes 2), pour  le cristal suppos6 
infini, les traces de ces axes binaires seront confondues avec les centres 
de gravit6" des charges positives et des charges n6gatives. Le cristal e s t  
donc para61ectrique. D'ofi  la premi6re loi: 

l~re loi: dans un espace ?t deux dimensions, pour qu 'un  cristal soit 
ferro~lectrique, il est ndcessaire qu' il ne contienne pas de centres de symdtrie. 

Exercice: g6n6raliser aux axes d 'ordre  n e t  d6montrer  l a  2~me loi. 

2~me loi: dans une espace ~ trois dimensions pour qu 'un  cristal soit 
ferrodlectrique, il est ndcessaire qu'il ne contienne pas de centres de symdtrie. 

La mani~re dont nous avons introduit  la ferro61ectricit6 dans le cristal 
de la Fig. 6' h part ir  du cristal para61ectrique de la figure 6 justifie 
imm6diatement  la 3~me loi. 

3~me loi: lors de la transition paradlectrique,~->ferrodlectrique d 'un  composd 
la phase ferrodlectrique a un G.P.S. (groupe ponctuel de symdtrie) qui est un 

* On rappelle que, si on raisonne sur une seule maille, chaque fleur noire compte pour a -J- 
puisque chacune est situ6e au coin de 4 maiUes adjacentes, alors que chaque fleur blanche 
compte enti~rement. 

t On peut aussi lui arracher la p6tale du haut ou du bas, comme sur la Fig. 6", chaque 
fleur n'6tant plus sym6trique que par rapport b. m 2 
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sous-groupe du G.P.S. de la phase para~lectrique qui est donc la plus 
sym6trique. En effet le G.P.S. m (e, m2) est un sous-groupe du G.P.S. 
2ram (e, 2, ml, m2). 

Facultatif: l a  3~me loi est d'ailleurs un cas particulier de la 4~me loi: lots 
d'une transition ordre-dEsordre la phase ordonnde est la moins symEtrique 
et son groupe est un sous-groupe de ceIui de la phase ddsordonn&. 

I1 est vrai qu'il peut s'agir ici de groupes spatiaux de sym6trie qui seront 
d6finis au paragraphe suivant. 

Lors de la transition la phase ferro61ectrique est-elle la phase haute 
temp6rature ou bien la phase basse temperature? 

En pratique le cas de la Fig. 6' peut  se produire lorsque les fleurs noires 
sont des gros ions n6gatifs er les fleurs blanches de petits ions positifs qui 
ont trop de place darts la cavit6 form6e par  les ions negatifs autour. 

L'ion positif se d6place alors, par exemple, vers le haut de ces cavit6s 
trops grandes dans chaque maille et le compos6 devient ferro61ectrique. I1 
est bien 6vident que l'agitation thermique (donc le d6sordre) ne favorise 
pas la ferro61ectricit6: en effet l 'amplitude des vibrations thermiques fait 
h6siter l 'ion positif entre les positions excentr~es possibles dans la cavit6 
(ici la haute et la basse) et le mantient finalement, en moyenne,  dans le 
temps, au centre de la cavit6. La phase para-electrique (d6sordonn6e) est 
donc en g6n6ral la phase haute temp6rature,  la phase ferro61ectrique 
6rant la phase basse temp6rature.  

(D) Groupes Spatiaux de Symetrie---Principe de Neumann 
Lorsque la structure du cristal contient uniquement  (en plus des trans- 

lations du rfiseau) des O.P.S. (c'est-g-dire qu'il n'y a pas de rotations 
h~licoidales ou de r~flexions avec glissement), comme c'est le cas pour  les 
structures bidimensionelles reprfisent~es sur les Fig. 6 et 6', le groupe 
spatial de sym~trie est d6fini de la fa~on suivante: 

Definition: Groupe spatial de symdtrie (G.S.S.). Dans ce cas, le G.S.S. est 
le produit  du G.P.S. du cristal par le groupe de translations qui d~finit son 
r6seau (cf. (A) Th~or~me). Ainsi dans le symbole du G.S.S. on retrouve le 
symbole du r6seau suivi de celui du G.S.S. Exemples: 

N ° de la Fig. 1 2, 6 3 6', 6" 
G.S.S. .pl p ram2 c ram2 p m 

On remarque que le G.P.S. est un ~ o u p e  fini alors que le groupe de 
translations et le G.S.S. sont des groupes infinis. Mais la sym6trie du 
cristal peut ~tre engendr6e g partix de glismiroirs. 

D@nitions: glissymEtrie--gIismiroir. Sym6trie par rapport  ~ un plan suivi 
d 'une translation parall~le ~ ce plan, appel6 glismiroir. 
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Exemple: sur la Fig. 7 les plans se projettant sur les traits pointillfs sont 
des glismiroirs avec la translation b/2; on les nomme pour cette raison 
glismiroirs b; En effet on passe des boules noires 1 ~ 5 par glissymftrie 
avec la translation b/2* on passe d'ailleurs des boules a ~ /3 par la m~me 
op6ration. 

Chaque boule blanche est au centre d 'un rectangle form6 par 4 boules 
noires (ainsi a au centre de 1 ,2 ,  3, 4) et r6ciproquement comme dans le 
cas de la figure 6 ou chaque fleur blanche 6tait au centre d 'un rectangle 
form6 par 4 fleurs noires et r6ciproquement. I1 y a donc une analogie 
entre les structures des Figs 6 et 7, mais, dans ce dernier cas, le G.S.S..est 
p rob2 au lieu de p ram2 pour la figure 6 puisque les miroirs m2 ont 6t6 
transform6s en glismiroirs b. 

L'op6ration de symftrie b ne laisse aucun point du cristal inchang6: 
rob2 n'est donc pas un G.P.S. mais il a 6t6 engendr6 par le G.P.S. ram2 
off m a 6t6 remplac6 par le glismiroir b. 

On dit donc que le G.P.S. du cristal de la Fig. 7 (de'G.S.S. p rob2) est 
ram2. Comme pour la figure 6 on montre que la structure de la figure 7 
est para61ectrique: en effet, on v6rifie imm6diatement que, si on consid~re 

* Si on fai t  une  d e u x i ~ m e  fois l ' op6ra t ion ,  on abou t i t  g la bou le  3; le pas sage  de 1 g 3 est  
la t r an l a t ion  5, vec t eu r  u a + v b +  we pa r t i cu l i e r  avec  u = w = 0 et  v = 1; la pu i s sance  d e u x  
d ' u n e  g l i s sym6t r ie  es t  donc  une  t r ans l a t ion  qui ne  p a u t  8tre  que  b si le mi ro i r  es t  axial ,  c 'es t -  
g -d i re  para l l~ le  g y (ou a si pa ra l l~ le  g x). L a  t rans la t ion  de  la g l i ssym6tr ie  ax ia le  para l l~ le  g 
b ne  p e u t  donc  6 t re  que  b/2.  
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une maille les centres de gravit6 des charges positives et des charges 
n6gatives coincide avec le centre de la maille. 

Maintenant  passons de la structure 7 a la structure 7' en d6pla~ant 
16g~rement les boules blanches parall~lement ~ 0y, comme nous 6tions 
pass6s de la structure 6 ~t 6'. Nous perdons alors les O.P.S. r n e t  2, er le 
G.S.S. de la structure 7' n 'est  plus p rob2, mais p b.* En effet b e s t  la 
seule op6ration de sym6trie qui reste en dehors de l'identit6. 

De  plus la structure devient ferro61ectrique (comme la structure 6') 
avec un momen t  dipolaire I~ dont la valeur est proport ionelle  an 
d6placement des ions positifs entre les structures 7 et 7'. Sur cet exemple 
on justifie donc le principe de Neumann:  

Les ~l~ments de sym~trie de toute propri~t~ physique d'un cristal doivent 
inclure les dldments de symdtrie du groupe ponctueI de symdtrie de ce cristal 
(ou groupe au centre du cristal). En effet les translations ajout6es par  les 
glismiroirs (ou par les axes h~licoidaux dans l 'espace ~ trois dimensions) 
s 'a joutent  aux translations du r6seau sans modifier en aucune fa~on ies 
propri6t6s physiques du cristal. 

On aurait pu pr6senter ces notions de fagon plus rigoureuse: introduire 
par exemple les G.P.S. comme les sous-groupes du groupe orthogonal,  
d6montrer  qu'il n 'y a que 32 G.P.S. cristallographiques . . . .  Pour cette 
pr6sentation consulter: "Cr i s ta l lo~aphie  et structure des solides, tome I, 
A1g~bre et g6omftf ie  cristalline et mol6culaire, D. Weigel, Masson, Paris 
1972. 

Pour la symdtrie des propri6tds physiques des cristaux consulter: Nye, 
Propri6t6s physiques des cristaux, Paris. i 

* B ien  e n t e n d u  le G .P .S .  d e  ce er is ta l  est  m. 
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